TOPOLOGIA EN R
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1 Meétricas y normas en R"

Definition 1.1. Una métrica en R"™ es una funcién d: R" x R" — Ry, llamada funcion
distancia o métrica, tal que

(1) d(z,y) =0siysdlosiz=uy,

(2) d(z,y) = d(y,z) para todo z,y € X (simetria),

(3) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) para todo z,y,z € X (desigualdad triangular).

Proposition 1.2. Para cada distancia d vale lo siguiente:
(1) d(z1,z,) < d(x1,22) + -+ + d(xr_1, ) para todo 1, ..., 2. € R™.
(2) |d(x,2) —d(y,2)| < d(x,y) para todo z,y,z € R™.

Proof. El item (1) se sigue facilmente de la desigualdad triangular por induccién en r. Para
probar el item (2), basta observar que por la misma desigualdad y la condicién de simetria de la
diStanCiav d(l‘, Z) - d(y7 Z) < d(xv y) y d(y7 Z) - d(ﬂ?, Z) < d(y7 Z‘) = d(x7y) O

Definition 1.3. Una norma en R™ es una funcién || ||: R™ — R que satisface:
(1) ||z]| =0 siy sblo si x =0.
(2) [[A-zl = Ml
@) Mz +yll < [lzll + llyll-

Proposition 1.4. Para cada norma || || vale lo siguiente:

D) ||lz1 4+ -+ || < ||lz1|| + - + ||| para todo xq, ...z, € R™.
2) Nzl = lylll < llz = yll para todo x,y € R™.

Proof. El item (1) se sigue de la desigualdad en el item (3) de la definicién de norma, por induc-

cién en r; mientras que el item (2), se sigue de que, por la misma desigualdad y el item (2) de la

definicién de norma, [lz]| < [z —yl| + [lyll e [[yll < lly — /| + |zl = [l — [ + [|=]]. 0
1
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Proposition 1.5. Si|| || es una norma en R™, entonces la funcidn d: R™ x R™ — R, definida
por d(z,y) = ||l — yl|, es una métrica que satisface:

(1) d(z + z,y + z) = d(x,y) (Invariancia por traslaciones)
(2) dX-x,\-y) = |\d(z,y) (Homogeneidad).
Proof. En efecto,
)=0&lz—yl=0sz=y,
) =l =yl = lly -zl = d(y, 2),
2,2) = |lz =2l < lle = yll + [ly = 2| = d(z, y) + d(y, 2),
r+zy+z)=|l(e+2) =+l =z -yl =day)

< w

y, por ultimo,
dX -z, Ay) = Az = Ayl = Mo =yl = [Ad(z, y),
COMO queremos. O

Exercise 1.6. Pruebe que si d: R" x R" — Rx>( es una distancia invariante por traslaciones y
homogenea, entonces existe una tnica norma || || en R", tal que d(z,y) = ||z — y||, para todo
z,y € R™.

Example 1.7. A continuaciéon damos una breve lista de normas sobre R™.

(1) La funcién || ||o: R™ = R0, definida por ||z]s := maxi<i<p |2
(2) La funcién || ||;: R™ — Rxo, definida por ||z[j1 := > 1 |zl-

(3) La funcién || [l2: R™ = R>o, definida por ||zs :== />, |z;|?.

Es claro que en estos ejemplos se satisfacen los dos primeros items de la definicién de norma.
En los dos primeros ejemplos el tercer item de la definicién vale pues

= . | < ) =
lz + vl lrg%xn |lzi +yi| < 1212(” || + fgﬁgﬂ [Yi] = [|1z]loo + [|Yllo

n n n n
4yl =Y s +uil <> (il + lwil) =D lwal + D lwil = lzlla + llylls-
=1 =1 =1 =1

A continuacién probaremos esto mismo para el tercer ejemplo. Comenzaremos con la siguiente
definicién:

Definition 1.8. El producto interno candnico de R™ es la funcién ( , ): R™ x R™ — R, definida
n .. .
por (z,y) = Y., x;y;, donde x; e y; denotan a la i-ésima coordenada de x e y, respectivamente.

Proposition 1.9. Se satisfacen las siguientes propiedades:
(1) (z+y,2) = (x,2) + (y,2).

(2) (Az,y) = Mz, y).

(3) (z,9) = (y,2).

(4) (v,y+2) = (z,y) + (z,2).
(5) (x, \y) = Mz, y).

(6) (z,z) = ||zl2-

Proof. Para cada 1 < ¢ < n denotemos con z;, y; v z; a la i-ésima coordenada de x, y y z, res-
pectivamente. Los primeros tres items valen pues
n

n n
(x+y,z) = Z(Iz +yi)zi = le'zl + Zyizi = (z,2) + (y,2),
i=1 i=1

i=1
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(Az,y) = Z)\xi>yi = )\in,yi = Nz, y)
i=1 i=1

<.’I,‘,y> = inyi = Zylxz = <y7x>
i=1 i=1
Usando esto obtenemos ahora que
(2, \y + 2) = (MW + 2,2) = Ny, @) + (z,2) = Mz, y) + (z,2),

lo que prueba que también valen los items (4) y (5). Finalmente (z,z) =Y., #? = ||z||2, como

queremeos. O

Theorem 1.10 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). La desigualdad |{x,y)| < ||z|]2]|y|l2 vale para
todo x,y € R™.

Proof. Esto es evidente si y = 0. Supongamos que y # 0. Entonces cualquiera sea A € R,
l]3 — 2XM{z,y) + N[ly[l3 = (z,2) — 2\ (z, y) + Ay, y) = (= Ay, & — Ay) > 0.

Evaluando esta desigualdad en )\ := (x,)/||y||3 obtenemos que

(z,y)
l]I3 — >0,
I3
que claramente implica la desigualdad de Cauchy-Schwarz. O

Prueba del item 3 de la definicion de norma para || ||2. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
lz +yl3 = (@ +y, 2 +y) = l|2ll3 + 2z, )y + 2|3 < llz]13 + 2llzl2llyll2 + l2l3 = (lzll2 + lyl2)®
y, en consecuencia, ||z + yll2 < ||z||2 + ||yll2, como queremos. O

Desde aqui y hasta el final de la seccién fijamos una métrica d de R™. Las bolas abiertas y ce-
rradas con centro en un punto z de R™ y radio r > 0, son los conjuntos

B (z) :=={x e R" : d(z,2) < r} y B [z] :={x e R" : d(x,2) < r},

respectivamente. Por supuesto que estos conjuntos dependen de d.
Un entorno de un punto x € X es cualquier subconjunto V' de R™ que incluye una bola abierta
con centro en x.

El didmetro de un conjunto A C R" es el niimero diam(A) := sup,, ,c 4 d(x,y). Por ejemplo
diam(B,[z]) < 2r, pues si y,y’ € B,.[z], entonces d(y,y’) < d(y,z) + d(z,y’) < 2r. Un conjunto
es acotado si tiene didmetro finito.

Proposition 1.11. Para cada subconjunto A de R™ las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) A es acotado.
(2) Ezistex € R™ yr >0 tal que A C B, [z].
(3) Cualquiera sea x' € R™ existe r' > 0 tal que A C B,/[2'].
Proof. (1) = (2) Fijemos z € A arbitrariamente. Si diam(A) = r € R, entonces d(y, z) < r para
todo y € A. Por lo tanto A C B, [z].
(2) = (3) Tomemos z y 7 como en el item (2) y fijemos 2’ € R™ arbitrariamente. Si y € B,.[z],
entonces d(z',y) < d(z',z) + d(z,y) < d(z',x) +r. Asi, y € B[2], donde r' :==r + d(2/, x).
(3) = (1) Porque de A C B,/[z'], se sigue que diam(A) < diam(B,[z']) < 2r'. O

La distancia de un punto  de R™ a un conjunto A C R™ es d(x, A) = infyca d(z, y).
El siguiente resultado es una generalizacién del item (2) de la Proposicién 1.2.
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Proposition 1.12. |d(z, A) — d(y, A)| < d(x,y), para todo x,y € R™ y todo A C R".
Proof. Como d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) para todo z € A,
d(z,A) < d(z,y) +d(y,z) paratodo z € A.
Por lo tanto d(x, A) < d(x,y) + d(y, A). Por simetria, d(y, A) < d(z,y) + d(z, A). O

2 Normas y métricas equivalentes

Dos normas || || ¥ || ||’ de R™ son equivalente si existen ¢,¢’ > 0 en R tales que
el <dllzll” vzl <cllz  paratodo z € R™.
Notemos que si denotamos con d y d’ a las distancias asociadas a estas normas, entonces
d(z,y) < dd(z,y) v d(z,y) <cd(z,y) para todo x,y € R™.

En este caso, si denotamos con B,.(z) y Bl.(2) a las bolas abiertas de centro z y radio r con res-
pecto a las metricas d y d’ respectivamente, entonces

B,/c(2) ={z € R" :d(x,2) <r/c} C{x e R" : d'(x,2) <r} =B,(2) (2.1)

ve(2) ={z € R" 1 d'(x,2) <r/c} C{x € R" : d(z,2) <1} = B,(2), (2.2)
de modo que
- un subconjunto A de R" es acotado con respecto a d si y sélo si lo es con respecto a d’.
- los entornos definidos por d y d’ son los mismos.

Un calculo sencillo muestra que

[#]loo < llzll2 < flzfly < nl2]|oo-

Por lo tanto estas tres normas son equivalentes.

Una sucesion de puntos de R™ es una funcién z: IN — R"™. Para cadar € IN, el r-ésimo término
de esta sucesién es z, :=xz(r). La sucesién 2: IN — R" serd denotada con (z,),cny 0 més sim-
plemente con (z,). A veces aparecen naturalmente sucesiones (z,),cn, que comienzan en cero.
Esto no agrega nada pues el cambio de indice y,. := z,_1 las convierte en sucesiones (y,)renN que
comienzan en 1. También resulta cémodo considerar sucesiones (2, ),>r,, que comienzan en un
entero 9. Cuando 7y es un nimero natural podemos considerarlas como sucesiones (z,),cn con
el simple tramite de definir 2y = -+ = x,,_1 =0 € R".

Recordemos que un subconjunto IN' de IN es infinito si y sélo si no es acotado y que, en
este caso, existe una tnica funcién biyectiva y creciente r: IN — IN'. Como venimos haciendolo
denotaremos a esta funcién con (r;);en.

Una subsucesién de una sucesién = = (z,),cn, de puntos de R™, es la restriccién de la funcién
x a un subconjunto infinito N’ de IN. Denotaremos con (x,)rcns & esta subsucesién y la iden-
tificaremos con la sucesién (z,,)ien, obtenida componiendo x con la funcién r: IN — IN', men-
cionada en el parrafo anterior.

Proposition 2.1. Con respecto a la métrica dso (0 a cualquier métrica que provenga de una nor-
ma equivalente a || || ), una sucesion (z,)ren, de puntos de R™, estd acotada si y sélo si, para
cada 1 <1 < n, la sucesion formada por las coordenadas i-ésimas de los x,, lo estd.
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Proof. Para cada 1 < i < n denotemos con z,; a la i-ésima coordenada de z,.. Claramente,
x, € By[0] para todo r <= |z,;| < M para todo 1 <i <ny todo r.

Por lo tanto la sucesién (z,).en estd acotada si y sélo si, para cada 1 < ¢ < n, la sucesién
formada por las coordenadas i-ésimas de los .., lo esta. O

3 Sucesiones Convergentes

Fijemos una métrica d en R"™. Una sucesién (z,)ren de puntos de R™ es convergente si existe
x € R™ tal que la sucesién de nimeros reales (d(z,, x)).cn tiende a 0. En este caso decimos que x
es el limite de (z,)ren 0 que (2,)ren tiende a x, y escribimos

z = lim z,.
T—>00

Este limite es tnico. En efecto, como d(z,y) < d(z,x,) + d(x,,y) para todo r, si

lim z, =z y lim x,. =y,
T—00 rT—00

entonces d(z,y) = 0y, por lo tanto, z = y. Una sucesién de puntos de X es divergente si no es
convergente.

Proposition 3.1. Son equivalentes:
(1) lim, o0 zp = .
(2) Para toda bola abierta B.(x), existe 1o € N tal que x, € Be(x) sir > ro.
(3) Para todo entorno V de x, existe ro € N tal que x. € V sir > rg.

Proof. (1) < (2) Por definicién lim, . @, = x si y sélo si para cada € > 0, existe rp € IN tal
que d(z,,x) < € para todo r > 1¢, en otra palabras si y sélo si el item (2) vale.

(2) = (3) Dado un entorno V de z existe € > 0 tal que B.(x) C V. Por hipétesis existe rg € IN tal
que z, € B(x) para todo r > rg. Como B¢(x) C V se sigue de esto que =, € V para todo r > rg.

(3) = (2) Esto es trivial porque toda bola abierta con cento en x es un entorno de z. O

Remark 3.2. Notemos que si d y d’ provienen de normas equivalentes, entonces determinan las
mismas sucesiones convergentes. Ademas los limites de estas sucesiones convergentes, tampoco
dependen de la métrica elejida. En efecto, esto se sigue inmediatamente de que los entornos
determinados por d y d’ son los mismos.

Remark 3.3. Por la nota previa, una sucesiéon de R™ converge con respecto a la métrica ds si y
sélo si lo hace con respecta a la métrica dy, y esto ocurre si y sélo si lo hace con respecta a la
métrica doo.

Proposition 3.4. Si d proviene de una norma || ||, entonces las siguientes afirmaciones valen:

(1) Supongamos que (Xn)nen € (Yn)new Son sucesiones convergentes de puntos de R™. En-
tonces (Ty +Yn)nen €8 una sucesion convergente de puntos de R™ y lim(x, +yn) = x+v,
donde x = limz, ey :=limy,.

(2) Supongamos que (Tn)nen es una sucesion convergente de puntos de R™. Entonces para
cada A € R la sucecion (A\xy,)nen es convergente y lim(Az,) = Az, donde z = limx,,.

Proof. (1) Por hipétesis, dado € > 0 existen ni,n2 € I tales que d(z,,z) < €/2 para todo
n>n1y d(yn,b) < ¢/2 para todo n > nsy. Por lo tanto

d(Zn +Yn,z+Yy) = lzn — 2+ yn — Y| < |z — || + |y — yll = d(@n, ) + d(yn,y) <e,

para todo n > ng := max{ny,na}. Por lo tanto lim(z,, + y,) = = + y, como afirmamos.
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(2) Por hipétesis, dado € > 0 existe ng € IN tal que d(z,,x) < € para todo n > ng . Por lo tanto
d(Azp, Az) = || Az, — Az|| = [A|||zn — || = |Nd(zn, ) < A€,
para todo n > ng. Por lo tanto lim(Az,) = Az, como afirmamos. O

Proposition 3.5. Con respecto a la métrica doo (0 a cualquier mélrica que provenga de una
norma equivalente a || ||oo), una sucesion (x,)ren, de puntos de R™, converge a un punto x € R",
st y solo si, para cada 1 < i <n, la sucesion de formada por las coordenadas i-ésimas de los x,
convergen a la i-ésima coordenada de x.

Proof. Para cada 1 <14 < n denotemos con x; a la i-ésima coordenada de x y con x,; a la i-ésima
coordenada de z,. Dado que doo(x, ;) = maxi<;<n(|Zr — 24|),

lim do(z,2,) =0<= lim |x,; — ;)] =0 para todo 1 <i<n.
T—> 00

r—00

Por lo tanto lim, o @, = x si y sélo si lim, o s = x; para 1 < i < n. O

Proposition 3.6. Con respecto a la métrica doo (0 a cualquier mélrica que provenga de una
norma equivalente a || || ), toda sucesion acotada de puntos de R™ tiene una subsucesion con-
vergente.

Proof. Procedemos por induccién en n. El caso en que n = 1 ya lo conocemos. Supongamos
que n > 1, que, por hipétesis inductiva, el teorema vale en R"~! y que (z,),cN €s una sucesiéon
acotada de puntos de R". Para cada 1 < i < n y cada r € IN denotemos con z,; a la i-ésima

coordenada de x,.. Por hipétesis inductiva existe 2’ = (z1,...,2,_1) en R®! y una subsucesién
. !/ / /o

(zr;)jen de (z,)ren, tal que lim;_, T, =@, donde . :== (zy1,...,%rn—1). A su vez, por el

caso n = 1, existe x,, € R y una subsucesién (acrj,c Jken, de (2r,)jen, tal que limg o Tr; n = Tn.

Es evidente ahora que limy_, Ty, =1, donde z == (21,...,2p). O

Proposition 3.7. Todo subsucesion de una sucesion de puntos de R™ que converge a un punto de
R"™, también converge a este puno.

Proof. Supongamos que (z,)nen de puntos de R™ que converge a € R"™ y consideremos una
subsucesién (z,)nen de (2, )nen. Dado € > 0 existe ng € IN tal que d(z,,z) < € para todo
n > ng. Tomemos ng € IN’ tal que n{; > ng. Sin’ € N/ es mayor o igual que n(, entonces n’ > ng
y, por lo tanto, d(z,/,x) < €. Asi (z,)nen tiende a z. O

Una sucesién (z,)ren, de puntos de R™, es de Cauchy si, para todo € > 0, existe rg € IN tal
que d(z,,xs) < € siempre que 1,8 > rg.

Proposition 3.8. Toda sucesidn convergente (x,)reN, de puntos de R™, es de Cauchy.

Proof. Denotemos con z al limite de (2, ),cn y tomemos 1o € IN tal que d(x, z,) < €/2 si r > 1.
Entonces d(z,, z;) < d(z,,x) + d(z,xs) < € siempre que r, s > rg. O

Lemma 3.9. Toda sucesion de Cauchy de puntos de R™ es acotada.

Proof. Supongamos que (z,)ren es una sucesion de Cauchy de puntos de R™. Por hipdtesis existe
ro € IN tal que d(z,,z5) < € para todo r,s > ng. En particular z, € By(z,,) para todo r > ro,
por lo que {z, : r € N} C B[z, ], donde M := max{d(x1, Tr,), .-, d(Trg—1, Try)s 1} O

Theorem 3.10. Si una sucesion de puntos de R™ es de Cauchy y tiene una subsucesion conver-
gente, entonces es convergente.
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Proof. Supongamos que x1, X2, %3, %4, ... €S una tal sucesion y que x;, , Zi,, Tis, Ti,, - - . €S una sub-
sucesion convergente. Escribamos & = lim;_,o ;. Por hipétesis, dado € > 0 existe ro € IN, tal
que d(z,,,x) < €/2 y d(x,,zs) < €/2 siempre que r;,r,s > ro. Elijamos r; > ro. Entonces,

d(zr,x) < d(@p, zr,) + d(xr,, ) < €/2+€/2 =€,
siempre que r > 7. O

Proposition 3.11. Si dos métricas d y d' provienen de normas equivalentes, entonces determi-
nan las mismas sucesiones de Cauchy.

Proof. Denotemos con || || ¥ || ||’ a las normas que definen d y d’ respectivamente. Por hipdtesis
existen ¢,/ > 0 en R tales que

el < cllell” vy el < ¢ellzll  para todo z € R™.
Supongamos que (x,)ren €s de cauchy para la norma || || y tomemos € > 0. Por hipdtesis existe

ro tal que ||z, — x4|| < €/c para todo r,s > ro. Asi, ||z, — x| < ¢|lz, — xs]| < c(e/c) = € para
todo r, s > rg. Por lo tanto (x,),cw es de cauchy para la norma || ||. Por simetria toda sucesién
de Cauchy para la norma || || es también de Cauchy para la norma || ||. O

Remark 3.12. Con respecto a la métrica do, (0 a cualquier métrica que provenga de una norma
equivalente a || ||), una sucesién (x,)ren es de Cauchy si y sélo si, para cada 1 < i < n, la
sucesion de las i-ésimas coordenadas de los z,., es de Cauchy.

Theorem 3.13. Con respecto a la métrica dos (0 a cualquier méltrica que provenga de una
norma equivalente a || || ), toda sucesion de Cauchy de puntos de R™ es convergente.

Proof. Por el Lema 3.9 y la Proposiciéon 3.6 toda sucesion de Cauchy tiene una subsucesién
convergente y, en consecuencia, debido al Teorema 3.10, ella misma lo es. O

4 Conjuntos abiertos e interior

Fijemos una métrica d en R™. Un subconjunto U de R es abierto si para todo x € U existe
r > 0 tal que B,.(z) C U. En otras palabras un conjunto es abierto si y sélo si es un entorno de
cada uno de sus puntos. De esta definicién se sigue inmediatamente que todo conjunto abierto es
unién de bolas abiertas. Pronto veremos que también vale la reciproca. De las inclusiones (2.1)
y (2.2), si dos métricas provienen de normas equivalentes, entonces definen los mismos abiertos.
En particular esto pasa para las métricas do, di y dg. Salvo mencién en contrario, cuando
hablemos de R, lo supondremios provisto de la m’etrica usual.

Example 4.1. Para cada par de nimeros reales a < b, el intervalo abierto (a,b) es un abierto
de R. M4s generalmente, para cada métrica d de R™ las bolas abiertas B,.(z) son abiertos. En
efecto, dado y € B,(z), la bola B, _ 4, (y) estd incluida en B, (z), porque

d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) <d(z,y) +r—d(z,y) =r  paracada z € B,_q(zy) (y)-

Example 4.2. Para toda métrica de R™ el complemento de cada bola cerrada es abierto. En
efecto, esto se sigue inmediatamente de la siguiente proposicion.

Proposition 4.3. B, [z] N B,(y) = 0 siempre que r + s < d(z,y).
Proof. Si existiera z € B,.[z] N B, (y), entonces seria
d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) <r+s <d(z,y),
absurdo. 0
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Example 4.4. El argumento usado en el ejemplo anterior prueba que, para toda métrica de R™,
el complemento de cada punto es abierto.

Theorem 4.5. Vale lo siguiente:

(1) R™ y 0 son abiertos.

(2) Si (Uj)jes es una familia de subconjuntos abiertos de R™, entonces | J,.; U; es abierto.

jeJ
(3) SiU yV son subconjuntos abiertos de R™, entonces U NV es abierto.

Proof. Es claro que R™ y () son abiertos. Dado z € |
como U; es abierto,

e U;, existe ¢ € J tal que x € U;. Entonces,

B,(z) CU; C U U;

para algun r > 0. Esto prueba que UjeJ U; es abierto. Por ultimo, dado z € U NV, existen nu-
meros reales positivos r y 1/, tales que B,.(z) C U y B, (z) C V. Denotemos con r” al minimo
de ry r’. Es claro que B, (z) CUNV. O

Del Ejemplo 4.1 y el Teorema 4.5 se sigue inmediatamente que un conjunto U C R" es abierto
si y sélo si es unién de bolas abiertas. Para los abiertos de la recta hay una descripcién mas pre-
cisa.

Lemma 4.6. Si (IN)aea es una familia de intervalos abiertos Iy = (ay,by), donde ay < by
estdn en R, que tiene un punto en comin, entonces |JIn = (a,b), donde a .= inf{ay : A € A} y
b:=sup{ay : A € A}.

Proof. Por definicién a < ay y by < b para todo A € Ay, en consecuencia, | J I, C (a,b). Veamos
que vale la otra inclusién. Tomemos para ello z € (a,b) y veamos que z € |JI,. Nuevamente por
definicién existen A y X en A tales que ay < x < by,. Como (ay,by) N (axn,bx) # B, es imposible
que by < x < ay . Asi, necesariamente x < by 0 ays < x y, por lo tanto, z € I, U /. O

Lemma 4.7. Si|Jyc, In es una union disjunta de intervalos abiertos disjuntos dos a dos, enton-
ces A es contable.

Proof. Como @ es denso en R, para cada Iy podemos tomar z) € Iy N Q. Como A — z) es
una aplicacién inyectiva (pues los I son disjuntos dos a dos) de A en @, y Q es numerable, el
conjunto A es contable. O

Theorem 4.8. Todo abierto X de R se expresa de manera unica como una unién contable de
intervalos abiertos disjuntos.

Proof. Para cada z € X denotemos con I, al maximo intervalo abierto que contiene a x y esta
contenido en X (este I, es la unién de todos los intervalos abiertos que contienen a x y estdn
contenidos en X, y existe por el Lema 4.6). Para cada par x e y de elementos de X tales que
I, N1, # () sabemos que I, = I,. En efecto, por el Lema 4.6, la unién I, U I, es un intervalo
que contiene a I, y a I, y que esta contenido en X. Por lo tanto I, = [, Ul , e I, = I, U I,, de
lo cual se sigue que I, = Iy. En consecuencia X = J .y I, es una unién disjunta de intervalos
abiertos. Probemos la unicidad de esta descomposiciéon. Supongamos que X se expresa como
una unién disjunta X = {J,cx(au,by,) de intervalos abiertos. Entonces, debido a la definicién
de los I,, para cada p € ¥ y cada « € (ay,by), vale que (a,,b,) C I,. Para terminar con
la prueba de la unicidad, debemos ver que, necesariamente, (a,,b,) = I,. Supongamos que
esto no es asi. Entonces a, € X o b, € X. Digamos que aq, € X y tomemos y' tal que
a, € (au,by). Pero entonces (a,,by) N (au,by) 2 (au,b), donde b = min{b,, b, } y, por lo

tanto, (a,, b, )N (ay,b,) # 0, lo que es imposible porque (a,:, by ) # (au,by), ya que a, esté en
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el primero, pero no en el segundo. Finalmente, por el lema anterior, el conjunto {I, : © € X} es
contable. O

Corollary 4.9. Si un intervalo abierto (a,b) de R se expresa como una unién (a,b) = XUY, de
dos conjuntos abiertos disjuntos X e Y, entonces X =0 e Y = (a,b) 0 X = (a,b) e Y = 0.

Por el Teorema 4.5, para cada conjunto A C R™ hay un maximo subconjunto abierto A° de A,
llamado el interior de A. En efecto, A° es la unién de todos los subconjuntos abiertos de A. Un
punto & de R™ es un punto interior de A si pertenece a A°. En otras palabras, si B,.(z) C A
para algun r > 0.

Theorem 4.10. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

(1) A°C Ay A° = A sivy sdlo si A es abierto.
(2) Si A C B, entonces A° C B°.

(3) A°° = A°.

(4) (ANB)°=A°NB°.

(5) UjeJ A;‘ - (UjeJAj)o'

Proof. Los tres primeros items son evidentes. Por el item (2) sabemos que (AN B)° C A° N B°,
y la inclusién reciproca vale porque A° N B° es un subconjunto abierto de A N B. La tltima
afirmacién se sigue facilmente del item (2). O

Remark 4.11. En general la inclusién que aparece en el item (5) del teorema anterior, no puede
ser reemplazada por una igualdad. Por ejemplo en la recta, (0,1]° U (1,2)° = (0,1) U (1, 2),
mientras que ((0,1] U (1, 2))O = (0,2).

El exterior de un subconjunto A de R™ es el conjunto Ext(A) := (R™\ A)°.

Remark 4.12. Un punto x € R™ pertenece al exterior de A siy sélo si d(x, A) > 0. En efecto, es
claro que B, (x) C R™\ A siy sélo si d(z, A) > r.

5 Conjuntos cerrados y clausura

Fijemos una métrica d en R™. Un subconjunto C' de R™ es cerrado si R™ \ C es abierto. Por
los Ejemplos 4.1, 4.2 y 4.4, los puntos, las bolas cerradas y los complementos de las bolas abiertas
son cerrados.

Theorem 5.1. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

(1) R™ y 0 son cerrados.
(2) Si(Cj)jes es una familia de subconjuntos cerrados de R™, entonces ﬂjeJ C; es cerrado.

(3) Si C y D son subconjuntos cerrados de R™, entonces C' U D es cerrado.
Proof. Esto es una consecuencia inmediata del Teorema 4.5 y de las leyes de de’Morgan. 0
Remark 5.2. Como todo punto de R™ es cerrado, todo subconjunto finito de R™ también lo es.

La clausura o adherencia A, de un subconjunto A de R”, es la interseccién de todos los
subconjuntos cerrados de R™ que incluyen a A. Por su misma definiciéon y el Teorema 5.1, la
clausura de A es el minimo cerrado que inluye a A. Un punto z de R™ es un punto de adherencia
de A si pertenece a A.

Proposition 5.3. R"\ A= (R"\ A)° y R*\ 4° = R" \ A.
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Proof. La primera igualdad vale porque (R™\ A)° es el mdximo subconjunto abierto de R\ A y,
por lo tanto, es el complemento del minimo cerrado que incluye a A. La otra igualdad se puede
probar de la misma manera. O

Proposition 5.4. Para todo A CR"™ y cada x € R™ son equivalentes:

(1) = es un punto de adherencia de A.

(2)
(3) Cada entorno de x contiene puntos de A
(4) Hay una sucesidn de puntos de A que tiende a x
(5) d(z,A) =
Proof. (1) = (2) Si existe r > 0 tal que B,.(x) N A = 0, entonces B,.(x) C R™\ A y, por lo tanto,

r e (R"\ A)° =R"\ 4, lo que es absurdo.

(3)
(2) = (4) Tomemos x,, € B1(xz) N A. Es evidente que la sucesién z1,...,2,,... tiende a x.

(4) = (1) Como x es el limite de una sucesién de puntos de A, sabemos que z ¢ (R"\4)° = R" \A
y, en consecuencia, x € A.

(2) & (5) Esto es evidente. O

Theorem 5.5. Para cada subconjunto A de X wvalen los siguentes hechos:

) ACAy A=A siysdlosi A es cerrado.

2 ACB:>ACB

(1
(2)
(3) A
(4)AUB AUB.
(5) Njes A S Njes 45

Proof. Los tres primeros items son evidentes. Por el item (2) sabemos que AUB C AUB, y la
inclusién reciproca vale porque A U B es un subconjunto cerrado de X que incluye a AU B. La
ultima afirmacién se sigue facilmente del item (2). O

Remark 5.6. En general la inclusién que aparece en el item (5) del teorema anterior, no puede
ser reemplazada por una igualdad. Por ejemplo (0,1) N (1,2) = [1,1]N[1,2] = {1}, mientras que
(0,1)N(1,2) = 0.

Un punto € R™ es un punto de acumulacion de un subconjunto A de R", si toda bola abierta
de centro z contiene puntos de A distintos de x, es decir si B,.(z) N (A\{z}) # 0 para todo r > 0.

Remark 5.7. Sixz € R™\ A, entonces z es un punto de acumulacién de A si y sélo si es un punto
de adherencia de A.

Proposition 5.8. Para cada x € R™ y cada A C R las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) = es un punto de acumulacion de A.

(2)
(3) Cada entorno de x contiene puntos de A\ {z}.

(4) Cada entorno de x contiene puntos infinitos de A\ {z}

(5) Ewxiste una sucesion de puntos de A\ {x} que tiende a z.

(6) Ewxiste una sucesion de puntos distintos de A\ {z} que tiende a x.
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Proof. (1) < (2) Esto es inmediato por las definiciones de punto de acumulacién y de punto de
adherencia.

(2) & (3) Por la equivalencia entre los items (2) y (3) de la Proposition 5.4.

(3) & (5) Por la equivalencia entre los items (3) y (4) de la Proposition 5.4.

(3) = (6) Supongamos que hemos elejido puntos z1, ..., z, en A\ {z}, distintos dos a dos, tales
que d(z,z;) < 1/i para i = 1,...,n. Escribamos € := min{d(z,z;) : i = 1,...,n} y tomemos
zip1 € X \ {z} tal que d(z,2,4+1) < min{e,1/(n+1)}. Prosiguiendo de esta menera obtenemos
una sucesién de puntos distintos dos a dos en X \ {z}, que converge a x.

(6) = (4) Esto es trivial.

(4) = (3) Esto es trivial. O

Definition 5.9. El conjunto derivado A’, de un subconjunto A de R", es el conjunto de los pun-
tos de acumulacién de A.

Remark 5.10. Se sigue de la proposicién anterior que si A’ # (), entonces A es infinito.

Example 5.11. Consideremos una sucesién (2, )nen de puntos de R™ que converge a un punto x
de R™ y escribamos A = {z,, : n € IN}. Si A es infinito, entonces A’ = {x}, mientras que si A es
finito, entonces A’ = (.

Example 5.12. Para todo a < b vale que ((a,b) N Q)" = [a, b].

Remark 5.13. Consideremos un subconjunto A de R", Es claro que A’ C Ay quesiz € A\ A,
entonces x € A’. En consecuencia A = AU A’ y, por lo tanto, A es cerrado si y sélo si A’ C A.

Proposition 5.14. Para cada par X e Y de subconjuntos de R™ wvale lo siguiente:

(1) St X CY, entonces X' CY'.

(2) (XmY) CX'NY y X UY = (XUY).

(3) X

(4)
Proof. (1) Supongamos que = € X’. Por la equivalencia entre los items (1) y (2) de la Propo-
sition 5.8, sabemos que z € X \ {z}. Por lo tanto, del item (2) del Teorema 5.5, se sigue que
x € Y\ {2} y, en consecuencia, z € Y’', nuevamente por la equivalencia entre los items (1) y (2)
de la Proposition 5.8.
(2) Del item (1) se sigue inmediatamente que (X NY) C X' NY'y X’ UY' C (X UY) . Para
terminar la demostracién debemos ver que si z € (X UY')’, entonces necesariamente x € X' UY".
Pero esto es claro, puessiz ¢ X' y x ¢ Y, existe € > 0 tal que

Be(z) N (X \{z}) = Be(x) N (Y \ {z}) =0

y, por lo tanto, B(z) N (X UY)\ {z}) =0, lo que se contradice con que z € (X UY)".

X" C X’

(3) Del item (1) se sigue inmediatamente que X’ Q}I. Tomemos € Xy veamos que @ € X'
Por definicién, para cada e > 0 existe y € B.(x) N (X \ {«}). Tomemos

¢ < min{d(z,y),e —d(z,y)},
de modo que = ¢ B.(y) y Be(y) € Be(z). Dado que y € X, existe 2 € B (y) N X. Es claro que
2 € Be(@) \ {z}) N X = Be(z) N (X \ {z})

y, por lo tanto, x € X'.
4) Como X' C X se sigue de los items (1 3), que X" gy’ = X', 0
( g y q
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Remark 5.15. En general la inclusién que aparece en el item (4) de la proposicién anterior, no
puede ser reemplazada por una igualdad. Por ejemplo si X := {1/n : n € IN}, entonces X’ = {0}
y, por lo tanto, X" = 0.

Un punto x € A es un punto aislado de A si existe r > 0 tal que B,.(x)NA = {z}, es decir si no
es un punto de acumulacién de A. Asf A = A’U(A\ A’) es la unién disjunta de A’ y del conjunto
de puntos aislados de A. Un subconjunto A de R™ es un subconjunto aislado de R™ si A’ = (.

Proposition 5.16. Un subconjunto A de R™ es aislado si y sdlo si es cerrado y todos sus puntos
son puntos aislados de A.

Proof. Supongamos que A es aislado. Asi A’ = () y, en consecuencia, todos los puntos de A son
aislados. Ademaés trivialmente A’ C A y, por lo tanto, debido al Remark 5.13, el conjunto A es
cerrado. Supongamos ahora que A es cerrado y que todos sus puntos son puntos aislados de A.
Por lo primero A’ C A, mientras que, por lo segundo, A’ N A = (). En consecuencia A’ = (), por
lo que A es aislado. O

Remark 5.17. En la proposicién anterior la condicién de que A sea cerrado es escencial. Por e-
jemplo, todos los puntos del conjunto A := {1/n : n € IN} son puntos aislados de A, pero A no
es un subconjunto aislado de R.

Remark 5.18. Debido a las Notas 5.2 y 5.10 si A C R" es finito, entonces A es cerrado y todos
sus puntos son aislados (es decir que A es aislado).

Definition 5.19. Consideremos subconjuntos X e Y de R™ tales que X CY. Decimos que X
es densoenY siY C X.

Proposition 5.20. Para cada par de subconjuntos X e Y de R™ con X C Y las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) X es denso enY.

(2) Para cada x €Y y todo r > 0, la interseccion B, (z) N X no es vacta.
(3) Para cada x €Y, todo entorno de x contiene puntos de X.

(4) Para cada x €Y, existe una sucesion de puntos de X que tiende a x.

Proof. Por la Proposicién 5.4. g

Proposition 5.21. Consideremos dos subconjuntos X eY de R"™ con X CY. Si X es denso enY,
entonces todo punto aislado de Y pertenece a X.

Proof. Tomemos un punto aislado x € Y. Asi existe € > 0 tal que Bc(z) N Y = {z}. Por otro
lado, dado que X es denso en Y, sabemos que B.(z) N X # 0. As{

0 #B(z)NX CB(z)NY = {z},
por lo que z € X. O

Un subconjunto A de R™ es perfecto si A” = A. En otras palabras, si es cerrado y no tiene
puntos aislados. Notemos que si B C R™ no tiene puntos aislados (es decir si B C B’), entonces
B = B’ es perfecto. Probaremos a continuacién que si estamoa usando la métrica do, (o cualquier
métrica que provenga de una norma equivalente a || || ), entonces ningin subconjunto perfecto
y no vacio de R" es numerable.

Lemma 5.22. Consideremos un conjunto cerrado X de R™ sin puntos aislados y un punto
x € X. Existe un subconjunto no vacio X, de X \ {z}, que es cerrado, acotado y no contiene
puntos aislados.



TOPOLOGIA EN R" 13

Proof. Debido a la Nota 5.18 el conjunto X es infinito. Asf existe y € X \ {z}. Tomemos € > 0
tal que x ¢ B.[y]. Entonces B.(y) N X es acotado, no vacio y no contiene puntos aislados. Por lo
tanto X, = B.(y) N X es perfecto, no vacio y acotado. Finalmente z ¢ X, pues X, C B.[y]. O

Theorem 5.23. Consideremos la métrica doo (0 cualquier métrica que provenga de una norma
equivalente a || ||oo ). St X es un subconjunto perfecto y no vacio de R™, entonces X no es con-
table.

Proof. Supongamos que {z1, Z2,x3,T4,25,...} € X. Vamos a ver que esta inclusién es propia.
Aplicando el lema anterior sucesivamente obtenemos una cadena decreciente de subconjuntos
perfectos y no vacfos X1 2 Xo O X3 2 X4 D ..., de X, tales que z, ¢ X, para todo r € IN. Por
lo tanto {z1,22,73,...} N[),.cx Xr = 0. En consecuencia para terminar la demostracion sera
suficiente ver que [,y X # (). Para cada r € IN tomemos y, € X,. Como {y, : r € N} C X3
la sucesion (y,).cn es acotada y, por lo tanto, debido a la Proposicién 3.6, tiene una subsucesién
convergente (Y, );cn. Denotemos con y a su limite y tomemos r € IN arbitrario. Dado que, para
todo 4 suficientemente grande y,, € X, resulta que y € X,.. Como r € IN es arbitrario y los X,
son cerrados, se sigue de esto que y € [, . Xr. Por lo tanto (), ¢ X, # 0. O

La frontera de un subconjunto A de R™ es el conjunto 9(4) = AN(R*\ A) = A\ A°. Por lo
tanto A = A°UJ(A) y esta unién es disjunta, de lo cual se sigue que A es la unién disjunta de A°
y de AN I(A). Notemos por ultimo que 9(A) es un subconjunto cerrado de R”.

Remark 5.24. Consideremos un subconjunto A de R™. De la igualdad A = AU 9(A) se sigue
que A es cerrado si y sélo si 9(A) C A. Por otro lado, del hecho de que A es la unién disjunta
de A° y de AN I(A), se sigue que A es abierto siy sélo si ANI(A) = 0.

5.1 Puntos de acumulacién en R

Decimos que x € R es un punto de acumulacion a derecha de un conjunto X si es un punto de
acumulacién de X N [z, +00). Esto equivale a decir que en cada intervalo de la forma [z, €) hay
un punto de X distinto de (o una cantidad infinita de puntos de X distintos de x). También
equivale a decir que hay una sucesion estrictamente decreciente de puntos de X que tiende a x.
Analogamente & € R es un punto de acumulacion a izquierda de un conjunto X si es un punto
de acumulacién de X N (—oo, z], lo que equivale a decir que en cada intervalo de la forma (—e, ]
hay un punto de X distinto de = (o una cantidad infinita de puntos de X distintos de z), y
también a que hay una sucesién estrictamente creciente de puntos de X que tiende a z. Es claro
que cada punto de acumulacién a izquierda o a derecha de X es un punto de acumulacion de X
y que cada punto de acumulacién de X, es un punto de acumulacién a izquierda o a derecha de
X. Los conjuntos de los puntos de acumulacién a derecha de X y de los puntos de acumulacién
a izquierda de X serdn denotados con X/ y X!, respectivamente. A los puntos de X, N X" los
llamaremos puntos de acumulacion bilaterales de X.

6 Separabilidad

Fijemos una métrica d en R™. Decimos que un subconjunto A de R™ es denso si es denso en R”,
es decir si A = R™. Asi A es denso si su complemento tiene interior vacio. Por ejemplo, Q es un
subconjunto denso de R. Recordemos que un conjunto A es contable si es finito o numerable.
Decimos que R™ con la métrica definida por d es separable si tiene un subconjunto contable y
denso. Una base de R™ (para la topologfa definida por d) es un conjunto B C P(R™), formado
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por subconjuntos abiertos de R", tal que

U= U % para todo abierto U de R™.

veB
vcu

Por ejemplo los conjuntos
B={B,(z):xeR"yr>0} y B ={Bi(z):zeR"ynecN}

son bases de R™ (para cualquier métrica d).

Consideremos un subconjunto X de R™. Un cubrimiento de X es cualquier familia D de sub-
conjuntos de R™ tal que X C (J,.p A. Un subconjunto D’ de D es un subcubrimiento de D si
D’ también cubre X. Un cubrimiento de X es abierto si todos sus miembros lo son.

Remark 6.1. Si dos métricas de R™ provienen de normas equivalentes, entonces sus topologias
coinciden y por tanto, tiene los mismos subconjuntos densos y las mismas bases.

Proposition 6.2. Con respecto a la métrica dso (0 a cualquier métrica que provenga de una nor-
ma equivalente a || || ), R™ es separable.

Proof. Se comprueba facilmente que {(x1,...,z,) € R" : z; € Q para todo ¢}, es un subconjunto
denso y numerable de R™. g

Theorem 6.3. Para cada métrica d las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) R™ es separable.

(2) R™ tiene una base contable.

(3) Para cada subconjunto X de R™, cada cubrimiento abierto de X tiene un subcubrimiento
contable (propiedad de Lindeloff).

(4) Cada cubrimiento abierto de R™ tiene un subcubrimiento contable.

Proof. (1) = (2) Para cada subconjunto contable denso {z, € R™ : r € N} de R", el conjunto
B:={Bi(x,):7r,mec N}

es una base contable de R™. En efecto, dados un abierto U y un punto y € U, tomemos m € IN

tal que B2 (y) C U y elijamos z,- € B1 (y). Entonces y € B1 (z,) CB2(y) CU.

(2) = (3) Fijemos un subconjunto X de R™ y una base contable B = {U, : r € N} de R™. Dado
un cubrimiento abierto {V; : j € J} de X, consideremos el subconjunto {U,,,Uy,, Uy, Up,, ...}
de B formado por los U;’s tales que U; C V; para algin j. Ahora para cada r;, tomemos un V;
tal que U,, C V; y llamemoslo V,.,. Entonces

xcJvi=Uunc UV
j€T €N €N
donde la primera igualdad se sigue de que V; = | J{U, : U, C V;}, para cada j € J.
(3) = (4) Esto es trivial.
(4) = (1) Por hipétesis, para cada r € N, el cubrimiento abierto Vy, := {B1 (z) : # € X} tiene
un subcubrimiento contable V,, = {B 1 (@r,m) : 7 € N}. Afirmamos que el subconjunto contable

A= {zym :r,m € N} de R™ es denso en R". En efecto, dados x € R"™ y € > 0, podemos tomar
m > 1/ey elegir z, , tal que z € B (2., ), lo que implica que z;, ,, € Be(x). O

Theorem 6.4. Si R™ con la métrica definida por d es separable, entonces todo subconjunto X
de R™ tiene un subconjunto denso y contable.
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Proof. Tomemos una base contable B = {U,. : r € N} de R". Para cada U, tal que X N U, # 0
elijamos z, € X NU,. Evidentemente D = {z, : r tales que X N U, # @} es un subconjunto
contable de X. Afirmamos que es denso en X. Supongamos que x € X y tomemos un abierto V'
de R™ tal que = € V. Por hipétesis x € U, C V para algin r € N y, asi, =, € V. Por lo tanto D
es denso en X, como afirmamos. O

Proposition 6.5. Si R™ con la métrica definida por d es separable, entonces la cantidad de pun-
tos aislados de un subconjunto Y de R™ es contable.

Proof. Por el Teorema 6.4, existe un subconjunto denso y contable X de Y. Dado que, por la
Proposicién 5.21, todo punto aislado de Y estd en X, esto termina la demostracién. O

7 Compacidad

Fijemos una métrica d en R™. Un subconjunto X de R™ compacto si todo cubrimiento abierto
de X tiene un subcubrimiento finito.
Proposition 7.1. Para cada subconjunto X de R™ las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es compacto.
(2) Toda familia de cerrados de R™ cuya interseccion no corta a X tiene una subfamilia
finita cuya interseccion tampoco corta a X.

Proof. (1) = (2) Consideremos una familia (Cy)aea de cerrados de R™ tal que (Cy C R™\ X.
Como

X =(R"\(R"\ X)) CR"\[Cx = JR"\ Cn),
existen Ai,,..., A, en A, tales que X C (J;_; (R™\ Cx,,)- Asi,

(O, = BV R\ Cy))) =R\ [JR*\ Cr,) SR\ X,
J=1 Jj=1 j=1
COMO qUEremos.
(2) = (1) Consideremos una familia (Uy)rea de abiertos de R™ tal que X C [JU,. Como

R\ U =R\ [JUy CR"\ X,
existen Ai,,..., A, en A, tales que [j_; (R™\ Ux,) CR" \ X. Asi,

X =R"\(R"\X) CR"\ [JR"\Ux,) = [JR"\(R"\Ux,)) = |J U,
j=1

Jj=1 Jj=1

CcOmo queremos. O

Un subconjunto X de R™ numerablemente compacto si todo cubrimiento abierto numerable de
X tiene un subcubrimiento finito. Es obvio que todo subconjunto compacto es numerablemente
compacto.

Proposition 7.2. Para cada subconjunto X de R™ las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es numerablemente compacto.

(2) Toda familia numerable de cerrados de R™ cuya interseccidn no corta a X tiene una
subfamilia finita cuya interseccion tampoco corta a X.

(3) Para toda cadena decreciente C1 2 Co D C3 2 ..., de cerrados de R™, cuya interseccion
no corta a X existe algin ro € N tal que X N Cp, = 0.
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Proof. (1) < (2) Copie la prueba de la Proposicién anterior
(2) = (3) Esto es trivial
(3) = (2) Esto es trivial Consideremos una familia (C;);en, numerable de cerrados de R™ cuya

interseccién no corta a X. Para cada i € IN denotemos con D; a D; .= C;N---NC;. Es evidente
que D; D Dy D D3 D ... yque()D; =(C;. Asi, por hipdtesis, existe 1o € IN, tal que

Xncin---NCr,=XND,, =0,
COMO queremos. O

Proposition 7.3. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
(1) Todo subconjunto numerablemente compacto X de R™ es cerrado y acotado.
(2) Si X CR"™ es compacto y C C X es cerrado, entonces C es compacto.
(3) Si X CR™ es numerablemente compacto y C C X es cerrado, entonces C es numerable-
mente compacto.

Proof. (1) Como X C J,,cy Bn(0) es un cubrimiento numerable por abiertos de X existe ro € IN
tal que X C B,,(0). Por lo tanto X es acotado. Veamos ahora que es cerrado. Supongamos
existiera # € X \ X. Es evidente que entonces X C [J, o R™ \ By/,.[#] serfa un cubrimiento por
abiertos de X que no tendria ningin subcubrimiento finito.

(2) Tomemos un cubrimiento (U;);e; de C por abiertos de R™. Dado que X es compacto y C
es cerrado, existen i1,...,%, € I tales que

X C (QUZ»]) UR"\ C),

por lo que, necesariamente, C' C (J;_, Uy, .
(3) Copie la prueba del item (2). O

Theorem 7.4. Para cada subconjunto X de R™ las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es numerablemente compacto.
(2) Todo subconjunto infinito A de X tiene un punto de acumulacion en X.

(3) Toda sucesion (Tn)nen de puntos de X tiene una subsucesion que converge a un punto &
de X.

Proof. (1) = (2) Supongamos que A’ N X = @ para algiin subconjunto infinito A de X. Por
el item (1) de la Proposicién 7.3 sabemos que A’ C X vy, por lo tanto, A’ = (). Tomemos un
subconjunto numerable B C A. Del item (1) de la Proposicién 5.14 se sigue que B’ = (). En con-
secuencia, por la Proposiciéon 5.16, el conjunto B es cerrado y todos sus puntos son aislados.
Debido a esto tltimo cada x € B es el centro de una bola abierta B (z) tal que B¢, (z)NB = {z}.

Asi, (R™\ B)U (UzeB B, (ac)) es un cubrimiento abierto de X que no tiene ningin subcubrimiento
finito.
(2) = (3) Es claro que si {z, : r € N} es un conjunto finito, entonces 1, 2, 3,24, ... tiene una

subsucesién constantemente igual a uno de sus puntos (y que por lo tanto converge trivialmente
a él). Supongamos ahora que {z, : r € IN} es infinito. Entonces por hipdtesis tiene un punto de
acumulacién z € X, lo cual nos permite construir recursivamente una subsucesion (z,,);eny que
tiende a x, simplemente tomando z,,,, € B%(x) N {Zr, 41, Trjg2y - - - }-

(3) = (1) Por la Proposicién 7.2 es suficiente probar que si C; 2 Cy D C3 O ... es una cadena
decreciente de cerrados de R™ tal que C, N X # () para todo r € N, entonces X N[, o Cr # 0.
Para cada r € IN elijamos z, € X NC,.. Por hipétesis (z,),en tiene una subsucesién (z,,);en que
converge a un punto x € X. Tomemos r € IN arbitrario. Dado que para todo i suficientemente
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grande x,, € C,., resulta que z € C,.. Como r € IN es arbitrario y los C,. son cerrados, se sigue
de esto que = € [, Cr. Por lo tanto x € X N[, i C:-. O

Proposition 7.5. Si R"™ es separable, entonces todo subconjunto numerablemente compacto de
R™ es compacto.

Proof. Consideremos un subconjunto numerablemente compacto X de R™. Por el Teorema 6.3 ca-
da cubrimiento por abiertos de X tiene un subcubrimiento numerable. Ahora, dado que X es
numerablemete compacto, de este subcubrimiento se puede extraer un subcubrimiento finito. [

Theorem 7.6. Consideremos la métrica do, (0 cualquier métrica que provenga de una norma
equivalente a || ||oo). St X es cerrado y acotado, entonces X es compacto.

Proof. Por las Proposiciones 6.2 y 7.5 serd suficiente ver que X es numerablemente compacto.
Consideremos una cadena decreciente C; O Co D C3 D ..., de subconjuntos cerrados de R™, tal
que C,.N X # () para todo r € IN. Para cada r € IN elijamos =, € X NC,. Como X es acotado se
sigue de la Proposicién 3.6 que (z,)ren tiene una subsucesién (z,,);cn que converge a un pun-
to x. Tomemos r € IN arbitrario. Dado que para todo ¢ suficientemente grande z,., € C,, resulta
que x € X NC).. Como r € N es arbitrario y los conjuntos X N C,. son cerrados, se sigue de esto
que v € X N[,y Cr. En consecuencia X N[, o Cr # 0 y, por lo tanto, X es numerablemente
compacto. O

8 Abiertos y cerrados relativos

Fijemos un subconjunto X de R™. Un subconjunto U de X es abierto relativo a X siU = XNV,
donde V es un abierto de R™ y es cerrado relativo a X si U = XNV, donde V es un cerrado de R™.

Notemos que si X es abierto, entonces un subconjunto U de X es abierto relativo a X siy sélo
si es abierto en R™. Similarmente si X es cerrado, entonces un subconjunto U de X es cerrado
relativo a X si y sélo si es cerrado en R™.

Theorem 8.1. Vale lo siguiente:

(1) X y 0 son abiertos relativos a X.

(2) Si(Uj)jes es una familia de abiertos relativos a X, entonces J;c; U; es un abierto rela-
tivo a X.

(3) SiU y U’ son abiertos relativos a X, entonces U NV es un abierto relativo a X.

Proof. Es claro que X y () son abiertos relativos a X. Supongamos que (U;);ecs es una familia
de abiertos relativos a X. Para cada j € J tomemos un abierto V; de R" tal que U; = X N'V}.

Entonces
Uvi=Jvinx= (Uvj)mx,

jedJ jedJ jedJ
es abierto relativo a X pues |J I Vj es un abierto de R™. Supongamos finalmente que U y U’
son abiertos relativos a X y tomemos abiertos V 'y V/ de R talesque U = VNX yU' =V'NX.

Entonces
UntU'=vVnxX)nV'nX)=WVnV)nkx,

es abierto relativo a X pues V NV’ es un abierto de R". O

Theorem 8.2. Un subconjunto Y de X es cerrado relativo a X siy sdlo si X\Y es abierto relati-
vo a X.
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Proof. Supongamos primero que Y es cerrado relativo a X y tomemos un cerrado Z de R" tal
que Y = Z N X. Entonces

X\Y=X\ZNnX=MR"\Z)nX
es abierto relativo a X, pues R™ \ Z es un abierto de R™. La prueba de la inversa es similar. [

Theorem 8.3. Vale lo siguiente:

(1) X y 0 son cerrados relativos a X .

(2) Si (Yj)jes es una familia de cerrados relativos a X, entonces (\;c;Y; es un cerrado
relativo a X.

(3) SiY y Y’ son cerrados relativos a X, entonces Y UY"' es un cerrado relativo a X.
Proof. Esto es una consecuencia inmediata del Teorema 8.1 y de las leyes de de’Morgan. g

Consideremos un punto a de X. Un subconjunto U de X es un entorno de a relativo a X si
existe un abierto relativo U’ de X tal que a € U’ C U. Es facil ver que U es un entorno de a
relativo a X si y solo si existe un entorno V de a en R™ tal que U =V N X.

Remark 8.4. Es obvio que si U C X es un abierto relativo a X, entonces U es un entorno de a
relativo a X para cada a € U. Reciprocamente si U C X es un entorno relativo a X de cada
uno de sus puntos, entonces U es un abierto relativo a X. En efecto, por definicién, para cada
a € U hay un abierto U, C U, de a relativo a X. Dado que U =, U,, se sigue del item (2)
del Teorema 8.1, que U es abierto relativo a X.

aca



